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現行の学習指帝要領では数学Ⅲ(多くの場合.高等学校2年次に履修)に
おいて整関数(多項式で与えられる関数)の導関数が導入される しかし
剛6Jにおいても述べたように.極限の概念を正しく理解させることは大
変困難なことであり.それを用いて韓関数の概念を挽いても.結局は無
音味な導関数の公式の暗記になってしまう.
本論文ではグラフ屯卓を用いて ｢差分商関数｣のグラフを描き.そこか
ら導関数を発見するという導入法について提案する.
1 研究の概要と日的
高等学校数字口において整関数(多項式で与えら
れる関数)の導関数が導入される.数学nでは権限
の放念は簡単に取り扱うものとされている.そLて
教科香を見ると一応説明があるが,実際には極限の
牧舎を扱わずに天下り式に公式を覚えさせるような
ことも多いのではないだろうか.またもし極限の概
念を正しく理解させようとしてもそれは大変困難な
ことであり,たとえ数学Ⅲで少し詳しく極限U)計券
を行い,それを用いて導関数の概念を祝いても.結
局それ自体は無意味なものとなってしまう.
こういったことを踏まえたとき,極限の概念を無理
に導入しない方が,r微分の意味Jを考えることが
でき,また無意廃な丸暗記による学習意欲の低下を
少しでも食い止められるのではないかという考えに
達し,その1つの軌みとして極限の概念を使わない
曲線の接線の定義を提唱した([5日6日･
引き続き本論文では,整関数の導関数の公式の求め
方として,グラフ屯卓を用いて ｢差分商関数JLl)グ
ラフを描き.そこから鞘関数を発見するという導入
法について捷寮する この方法は.導関数 (微分係
数)が実は図形的に意味を持つ概念であることを実
感させることを大きな目的としている.
昨今数学教育へのコンヒュ一夕の導入の必要性が叫
1 85 -
ばれているが.これまでの旧態依然とした数学教
育の枠組みから抜けられない教育者たちにとっては
これは大きな冒険であるととらえられている,美顔
J'計算力の低下｣などを心配する声は大きい.しか
し世の中にはコンヒュ一夕が当たり前に普及してい
ること,また無意味な丸暗記と苦痛を伴う計算練習
が数学嫌いを生み,科学技術(-数字)に支えられ
た現在の社会の基本を知らない市民が増えていると
いう現実を見たとき,数学教育はその向きを変えて
行かなくてはならない.本給はその一助となること
を日精している.
2 コンピュータと微分係数
与えられた関数に対してその導関数をコンピュー
タで求めさせようとするとき,その方法としては次
の2つのことが考えられる
1導関数U)公式を記憶させておいて,与えた関数
の式を文字列として認織Lその公式を適用する
方法
-2与えられた関数に対L.そU)差分商関数をもっ
て導関数と見なしてそれをグラフを描くという
形で提示する方法
前者は我々が普通導関数を公式を用いて求める計算
をそ0)まま行うだけである.微分法の公式を適用す
る技術を身につける必要性が減少するが,その結果
微分法とは,導関数とu何かを考えるためには.む
しろマイナスになる危険性を含んでいる.
本論文a)立礎は後者を採用することを基本としてい
る 具体的には次のように考える
関数/の導関数/′の定義は
I/(.1･)-111IL-0
I(.Z+h)-I(:i.)
である.しかし極限の値を求めるという作業は 実
は極めて ｢人間的な｣作業である.コンピュー タに
は本来それができない そこでこの Imlにおいて
は.】1mの代わ ()に
極めて′トさいhの値に対する I(∫+h)-r回
にiってそれを代用する すなわち ｢近似的に｣微
分係数を計算し,それを導関数であるとするので
ある
3 授業の内容 :導関数の導入
前節の考え方を整関数に対して適用する授集の
進め方について述べる.使用するコンヒュ一夕は
TexasllSt.l･ul1elt社製 グラフ電卓T1-82/83を念
亘副こ置いているが,本質的に必要な機能は
1塵関数の式を入力すればそのグラフが表示さ
れる
2描かれたグラフ上の点を指定すると.その座標
が表示される
3 1次の連立方程式が解ける(行列の計算がで
きる)
という3点であるので,この機種にはこだわらない
3.1 前提とする知識
我々は高等学校数学nにおいて授薬を行うことを
念頭に置く.この授業に必要な千備知職は次のよう
i
なものである.
1 1次関数については現行の中学校数学科の内容
をおよそ既知とする.
2 2次関数については現行の高等学校数学 Ⅰの内
容に親しみがあればよい
このことについて少し詳しく述べる.
1次関数のグラフについては中学校段階で学ぶ
が.それも多くの生徒たちからに評判が悪い その
導入法はまた別の研究を待つとして,ここで既知と
するのは
(1)l次関数とはl次式で与えられる関数である.
(li)1次関数のグラフは直線である.
(1.1)y=I(.I)-aJ･+a(a,bは実数)で与えられ
た1次関数のグラフは.α>oなら右上がり.
o<oなら右下がりである
という.図形的な特徴だけである 2次関数も同様
である.すなわち
(i)2次関数とは2次式で与えられる関数である.
(l)2次関数のグラフは曲線である.
(il'L)y-/(1･)- a.T2+bT+e(a,b:C は実数)で
与えられた2次関数のグラフは. o>0なら
下がってきて一旦留まってそれから上がってい
く, 〃<0なら上がってきて一旦留まってそれ
から下がっていく.
本塩案の立場からここで注意しなくてほならないの
は,｢放物線｣というような概念を出さないことで
ある.
理想的状態の底力場において質点を投射
したときに描く軌跡が2次関数のグラフ
になり,その曲線が 『放物線』である
しかしこのこと自体をどう扱うかが(数字)教育で
虚空な題材lの1つとされるほど難しい.そこまで
を既知として議輪を進めるようなことは結局生徒
の学習の順良 内容の定着の度合いに依存してしま
1例えば政孝教育の御 *でもグラフ電卓を用いここのこL-杏
扱う柑叫法がいろいろ研究されている
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う また専門用話が出てくることは生徒にとって大
きな/､一ドルとなる.現行の高等学校学習指導要領
数学科の基本的な立場から考えてもこういうことは
避りるべきであると考える.
我々はこのような直感的な理解を前提としたい.
3.2 授業に先立つ準備
導関数を考える前に次の内容を扱う
ユ:う次以上の整関数のグラフの概形をグラフ電卓
を用いて知っておく,
2グラフが与えられている.もしくはいくつか情
報が与えられている整関数について関数を式
で表すことができる(グラフ電卓に依存しても
良い)
それぞれについて少し詳しく述べる
3.2.1 整関数のグラフの概形
たくさんの整関数のグラフをグラフ亀卓に描カせ
るという操作を通して.グラフの大まかな様子を知
る.実際ここで目標とするのは. n.次関数では
(i)n･次関数とはn次式で与えられる関数である･
(l)n一次関数のグラフは曲線である.
(11)y=/(.7,)- 0･nl･'l+ OTL_lTn~1+ +air+(,O
((Lkは実数.oTi≠0)で与えられたrL次関数の
グラフは.
(a)Ttが奇数のとき,a,L>0なら上がってきて一
旦留まってそれから下がってまた一旦留まっ
てそれから上がって -･最後は上がってい
く. (Ln<0なら下がってきて一旦留まって
それから上がってまた ･E留まってそれから
下がって - 最後は下がっていく,
(b)n,が偶数のとき.(I,i>0なら下がってきて一
旦留まってそれから上がってまた一旦とまっ
てそれから下がって -･最後は上がってい
く, 0.1<0なら上がってきて一旦留まって
それから下がってまた一旦とまってそれから
上がって - 最後は下がっていく.
なおここでは停留点が生じる上うな勢合を避けるこ
ととし,そのような蓼合については導関数を導入し
た段階で(特に3次関数において)詳しく考えるこ
とにする
本来は微分法の1つの目的がグラフの概形を描くこ
とであるのに,予めグラフ電卓を用いてこれを学ん
でおくことはナンセンスであるという指摘もあるか
もしれない.しかしそう言ってしまうならば,コン
ヒュ一夕を用いて直接関数のグラフを描くことが容
易になった現在では,微分法を学ぶこと自体がナン
センスである2 二の段階でuぼんやりと ｢曲線が
上がって下がって｣ということを見ておくことが五
要である
3,2.2 関数を表す式
まず始めに関数を表す式とグラフが.どういう昔
味を持っているかについて復習する,関数といえば
a-3T2+1,-4という式のことであり.グラフと
いえば直線であるとか放物線であるというように.
表面的にとらえている生徒が多いのが現美であろ
ラ.関数y-/(.T･)-3ユ12+1.-4とは
(独立変数 Tと従属変数 !‖こついて)
=がOのときyが -4.
.7が 】のときyが0,
1:が2のときyが 】0,
というような ｢対応関係を一目で分かるように表し
たもの｣であるという基本的な概念 (定義)を薙艶
する.ついでグラフというものは この対応関係に
ある2つの数の組 (:L､,y)を平面上にプロットした
もU)全体の集合であるということを確認するL
これから扱うn次関数は.1般に
y-I(.T)- OTLが +0,1_lT'-I+ ･+017+o
(('kは実数 a,t≠o)と表されることを確詑した後.
n次関数の場合にはn+1組の対応関係もしくはグ
つこの立騒からのカリキュラムの見直し方に,)い 亡,41節
でふれる
ーL;71
ラフ上の点の座標が分かれば,元の関数が決定され
ることを復習する.この際.∩+1元の連立方程式
を解くことになる.この点は,方程式だけを確認し.
あとは電卓で解く方法だけを示Lて使えばよい 3
3.3 整関数の串関数
生徒の予備知識として32節の準備をしたあと.
以下に述べるような手順で整関数の導関数を求める
3.3,1 グラフ電卓の利用
始めにグラフ亀卓を用いてグラフの概形を措きそ
れを観察する
例塩 1次の関数のグラフをグラフ電卓を用いて表
し,それをノー トに描きなさい
y-I(.1･)=･2.T】13.T2-6‥∫･
I- I
図 1 y-I(J･)-2ご313r2- 6Tのグラフ4
｢グラフをノー トに描く｣のは グラフの形状を
観察させるためである.描き写す際に見るべきポイ
ントとして ｢.1軸およびy軸との切片｣E極 (極大･
極小)｣がある これらの用語は未習のこともある
ので.ここでクラフを見ながら改めて定義を行う.
3現行の草習指ヰ弊伊では鼓草Cの内省にあたるQJで.プロ
グラミングなと･'は行わず.解く方法のみ/L示十 Ttl82/83を用
いる浪合は,行列を用い/Lくてfl/LrJ/Lいが.例えばTト(J2を
用いれば正接解くことができる
4T1-82/83.WINDOW-ZL)oc‖lal,(041-3)中rL･U)2佑
Z.0011Out
ついでこの関数のグラフを描き写す際に必要なデー
タについて.
問 1.1.T軸およびy軸との9]片はどこに/J:ろかグ
ラフから求めよう.
問 1.2極大となる象合の1･の値をグラフを見て求
めよう.
実際には r風煮以外の ユ･軸g]片､｢極大点.極小
点｣は正確には分からない.この場合には極大が
I-学 のときであるから.求められない榊 三で
ある もし生徒がどこかのJの値で極大値をとる
と主張した場合には,⊥≠ の10進展開
-06180339887 I
の近似列をとってユ･に順次代入すれば.関数の値
が常に大きくなっていく様子を示すことができるが
その終点はないことから.この方法では極大を求め
ることができないことに気づかせる.
｢グラフ電卓ではグラフの横形を蕃くことはでき
るが.これを完全にとらえることはできない｣
3.3.2 関数の増減と微分係数の定義
例題 1で見たように.グラフ電卓 (コンヒュー
タ)はグラフの概形を示すことはできろが.そU)正
確なところまで分かっているかというとそうとは言
えない そこで関数のグラフを正確に描く方法を考
えろ.
関数のグラフでu .上･の値が変わるに従ってyu)値
が変わり,グラフが上下する.この上下の様子がわ
かればグラフは描ける
右に湛むに連れてグラフが上-上がる (右上がり)
という状況は,
rの値が増えるに従ってyの値が増えろ
ということである
しかしその増減U)様子は刻々と変わり ｢常に増加｣
｢常に減少｣というわけではない またその増加 ･
減少の割合も場所に上ってまちまちである.そこで
必要なのが.
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.rが,ある値ユ･からごくわずかhだけ増
えるときyほどうなるか
である.
ここまで議論を進めたのち,天下り式に微分係数
の定轟をする.
Dl(I)-/′(I)-ilLn.
極限の概念については
∫(ェ+h)-/(I)
｢ごくわずか｣といっても.どれくらいが
本当に ｢わずか｣といえるかははっきり
しない.そこで ｢とことん行った,なれの
果て｣
というように,ひととおり牧舎の説明はするとして
i,,計算問盾なL;は教わないものとする.そのうえ
で,1Im はよくわからないが,だいたい ｢hはほん
Jい一0
のわずかの大きさの,大変小さいh｣であると思
うことにする.つまりlim を忘れて,大変小さい/一･一O
h(>0)に対して
△ん.什C)
/(1.+h)-/(･1､)
というものを考える.
この値は ｢差分軌 と呼ばれ.図形的な意味を
持つ
図2.差分商とは
ll-.- -
この中でもっとも大9]なことは.差分商(Tt微
分係数)とは,r傾きである｣ことである
3.3,3 導関数の定象 整関数の導関数
前節の微分係数の図形的な意味を十分に時間をか
けて説明したのちに導関数の定義を行う.
Dl(I)-I/(I)-hmFt.一0
/(I.+h)-I(･t･)
串関数の公式を考える
例席2関数 y-I(.T)=X4- 3;3-3LT2+2T-1の
導関数はどうなるだろうか.
定義式がごちゃごちゃしたものなので､わかりにく
い.特に,lim とはよくわからない.そこで
f1_一O
間 2.1関数j.の ｢差分商｣がどういうものである
かを調べなさい.
調べると言っても.実際にすべきことが何であるか
は,わからないかもしれない.そこで
問2.2関数y-j'(.r)のグラフをグラフ電卓を使っ
て表しなさい,
間2.3関数 y-/(I+1)のグラフをグラフ電卓
を使って表しなさい.
plotlF'loほ Fl(･t‡ー? ?
〜
?
?
? ? ?
? ? ?
‖ ? ? ー
? ー
?
?? ?
? ?
?
??
?
?
?
E:H′､14-H^3-3Y,^ 2?
?? ? ?
?
? ?
?
Yl(l+1')
図3.問2.2;23の入力ウインドウ
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I tl l TL
ー l ll
lIll.打 tJI.ノ
図4:問.22′23のグラフ
問 2,4関数 /q)差分商(関数)a)グラフをグラフ
笹卓を使って表しなさい.
という順で.グラフ奄卓を用いる このとき.幅 h
の大きさについては,具体的に与える方が良いであ
ろうさ.
図5:問24の結果(h-0.0])l〕
次にこa)グラフを使って導関数を式で表すことを
考える.
問215問24のクラフを観察し,その結果l親数 /
の導関数 J′がどういう式で表されるか考えなさい
まず直感的にグラフの形状を見て,そこから ｢3
次関数｣であると予想されることに気づかせる.この
段階で,321節で示したアプローチが重要となる.
5この関数の場合には,h=UOl色度わ,-3良いようである
h=Olだと.少 摂々善が大きい
6T1-82/83･WJNDOW= 2,Dec"ltaI.(0.0)中心12椎 の
Zoo110ut
次にグラフの上の点の座標を知る機能7を ･lい
どんな:Lの値に対してどんなyの値が対:JL:してい
ろのかを調べ､3.2,2で述べた方法を用い-こ~具体的
に導関数 I/がどのような式で与えられるかを推jil
する.
1r‡=(1●之-rl1二l'.I)1r一 I=3.71 I9701 .
I
図6:問24の結果 (zDecllal,traceT=-5)
この場合には,xの値は0.1刻みである いくつ
かの Jの値について.対応するyの値を調べる
そのときに次のことに留意させる
1グラフはどこからどこでは右上がり/右下がり
か すなわち ｢極｣はどこか.
2どこで軸を横切っているか.すなわち,1､9]凡
yg]片はどこか.
この間勉では.極および切片を調べようとすると,
次のようなデータが得られる.
.-Z: -0.5 0 i 2
表7･グラフ上で注目すべき点の座標 自
このときに問題なのは.正確な値が出ないというこ
とである･結局のところ,･yの値は近似値Lか求め
られない.二のときに,我々は次の立場をとろこと
にしたい.
1･の値が-05のとき,yの値は3_75∴r
の値が 0のとき,yの値は 2..Tの値が
7T1-82/83では rいaceJという篠能である この場合も
･､･iudo､Vの投定はZDeclmalとしておくのが良いであろう
さT7-83.WTNDOW=ZDeclrnal.TRACE
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従ってこれを用いると,このグラフが表
す関数の式は ･･･と推定できる
五要なのはこの r推定できろ｣である もとt,と導
関数ではなく差分商関数のグラフを考えているの
だから.厳密に確定させることはできない.そこで
我々は 5%程度の差を都合U)いいように丸めるこ
とにする すなわち上のデータを次o)i:うに思うこ
とにする.
表7':推定されるユ･とyの対応
無論,別の3.の値をとって考える生徒も出て来
るであろうし.さらにデータの丸め方が違うものも
あるだろう･そうすれば当然推測する結果(導関数
の形)も違って来る しかし多少間違ったとしてt,.
その結果もある程度丸めて見れは およそ同じよう
な結果になるはずである.
ここで行っているのは ｢推定｣である 従って ｢正
解｣かどうかはわからない.そこで授業実践におい
ては,次のことが大切である9.
.各生徒がそれぞれにデータを出す､または結果
を推測してみること.
･多くのデータ(推測結果)を集めた上で ｢だい
たいこのぐらいになるのではないか｣という討
論を行うこと
'明らかに貢呉差が大きいもU)は別として.教師が
｢結果がだいたい合っているものは正解と見な
す｣という姿勢を強調すること.
このような落論を踏まえて次の結論に連する.
I(1.)-.i:4-ユ:.1-3ユ:2+2ユ.-1の導関数は
9コンピュータを用いるとほとんどの 計算が近似従什事にな
る この位をどのように r丸めて)扱うかということについて
の綬業展開の仕方がも っ とも止車である.今後の研究が待たれ
ら
時間はかかるが.このような例をいくつか積み重
ね､具体的に整関数の微分公式を帰納的･発見的に
導く.
4 授業の展開 :微分から積分-
3節のような方法を用いて整関数の微分公式を榔
納的･発見的に導くことは言わば ｢数字における芙
験 ･観察をすること｣である,このことには次U)よ
うなメリットがある.
1常に ｢差分商-直線の傾き｣を意弛することか
ら.微分係数 (導関数)が何であるか.その昔
味が定着しやすい.
2公式をいきなり覚えず自分たちで発見すること
は それを天下り式に与える上りも親近感が湧
き,覚えやすい.
3 ｢始めに(帰納的に)結論を推測する｣という
形の導入に続いて,｢推測した結果を理論的に
説明する｣という展開をとることによって,自
然科学的な思考の形態を学ぶことがでざる.
以上のことを考え,また現行の高等学校学習指導要
領数学科の基本牧舎である ｢コア&オフション｣方
式をもちいて,前節のような導入に続くいくつかの
授業展開について述べる.
図8:微分法の学習 におけるコア&オフシ ョン方式
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4.1 基本コー ス
まず ｢コア｣にあたるのが次のような進め方で
ある
1導関数の公式の発見的な導入
2導関数の基本的な計算技術の習得
3領分法-
この方針は ｢微分法は何もやらない｣と言うことも
できる しかし高等芋校数学Ⅲで微積分を学ぶ悪投
は何であろうか.確かに数学Ⅲへつながる科目であ
るという音義はあるが,それではこの科目自体の存
在理由としては説得力がない
このことを考えたとき,筆者は次のような考え方
に逢した .
数学Ⅲで微積分を学ぶのは
円錐 ･角錐の体積が底面積×高さ÷こうである
ことを説明するためである
この考え方にたっとき,少なくともこの段階で数字
の学習を終え､大学入試なども考えない生徒にとっ
ては微分法を学ぶ意義はないのではないだろうか
積分の計算をするためには微分法の計算力が役に
立つ.また積分(面積 ･体積を求めること)が微分
の逆演算になっていることを説明するためには.図
形的な意味を考えることが重要であり,本提案のよ
うに ｢微分の膏味｣を考えることは役に立つ.
従ってここが数字口において求められる微分蔭の
最小限の部分であるという結輪に達した,
4_2 ｢-般コース｣
一般には,次〟J扱い方が受け容れられ易いであ
ろう
1導関数の公式〝ノ発見的な導入
2､導関数の計舞技術の習得
3導関数を用いて関数のグラフを描く
4.導関数の応用
5積分法へ
前節で提唱した ｢コア部分｣では微分法はほとんど
扱わないということになる.これではあまV)面白く
ないので,微分法の応用まで学ぼうというのがこの
コースである.実際には､導入の仕方を3節の方
法を用いるだけで.従来多くの高等学校で行われて
きた数学口の授業をほぼ踏襲する形になる.
しかしこの ｢公式の発見的な導入｣は 生徒に対
して無意味な公式の丸暗記を弓毒滞ljLないため.数字
嫌いを少しでも減らす一助となるであろう.
4.3 ｢哲学コース｣
従来にない扱い方であるが,このような扱い方
は,コンピュータの助けをもって初めて可能となる
方法である
1導関数の公式の発見的な導入
2導関数の公式の証明
3導関数の計算技術の習得
4積分法へ
数字そのものを使うわけではないが.科芋の基本的
な考え方を身に一rl.'Jlといういわば教養のために数
字を学ぶならは この形が良いであろう.すなわち.
導関数の公式を観察により推測し.それを理論的に
考察(この場合は証明)すろという形式である･こ
こでは導関数の公式を従来通りの方法で証明する
この際は極限の概念については ｢いくらでも小さい
h｣というように直感的に吸うが.｢h-0を代入｣
とならないように気を付けなければならない
この内容は ｢文系｣といわれる学問においても大
いに必要なのではないだろうか.
4.4 ｢科学コース｣
現在の数字Ⅲにおける微分法は建前では.微分法
の学習は次のたうに進めることになっている
1導関数の公式の発見的な導入
2導関数の公式の証明
3導関数の計算技術の習得
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4導関数を用いて関数のグラフを描く
5導関数の応用
6.積分法-
これは実際に将来数学を専門的に使う学問.例えば
数字,物理学,経済学などを志す生徒には必要な内
容を盛り込んだコー スであり,また43節で述べた
ように,科学の基本的な考え方を身につけるための
教材でもある.数字Ⅲにおいてもこのようなことは
行われるが.基本的であるという理由で.何度で幸,
学ぶべきことである
5 終わりに
昨今若者の理数系駆れが言われていろ 英際,隻
きていく上で高等学校の数字(理科)は直接必要な
いかもしれない.しかし我々が生きる-イテク社会
の根幹は実は数学によって支えられている.確かに
細かい計第や巣しい理論は専門家に任せておけばよ
い.しかし計葬して答えを出すことではなくその本
質を知ることは,我々の社会の発展のために最低限
必要なことである.
一方.コンピュー タの普及により社会は大きな変
革を遂げている.この中にあって,むしろその影響
を一番受けそうな数字教育は実は旧態依然として
おり.このことは数学離れを加速するものと危供さ
れる.
本提案はこれらのことを踏まえて0パ,のである
このままではまだ授集実践にうつすことはできない
が､各方面のご協力に上りこの提案が生かされるこ
とを希望する.
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